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Probabilitat

Introducció

Les matemàtiques i concretament els números, serveixen per processos de mesura. Així diem, per exemple, la mesura d’un camp de futbol és de 96 metres, la capacitat d’una bota 225 litres, el temps que triga en arribar la llum del sol és de 500 segons a una velocitat de 3.108 metres per segon. Totes aquestes maginituts estan lo suficientment ben definides perquè tot el mon pugui saber el què mesuren i el significat de cada valor numèric (longitut, capacitat, temps, velocitat). Hi ha un altre tipus de magnituts que no són fàcilment susceptibles d’ésser mesurades, com podenser: la bellesa, l’olor d’un perfum.

Aquí el que anem a tractar és de definir una magnitut que pugui mesurar un concepte que en principi pugui semblar mal mesurable. A aquesta nova magnitut en direm probabilitat i el que tracta de mesurar és la certesa de que pugui passar o no un cert esdeveniment.

De la mateixa manera que un camp de futbol que mesuri més metres que un altre diem que és més llarg, un esdeveniment més probable que un altre voldrà dir que és més segur que passi. Dit d’una altra manera si realitzem un nombre de vegades una experiència és produira més vedades el resultat amb major probabilitat. Ja en llenguatge comú quan diem que una cosa és més probable que una altra volem indicar que la primera és més segur que passi que la segona.

De fet el que tractem aquí és matematitzar un concepte, es a dir no ens conformem amb dir que una cosa és més probable que una altra, sinó en quina quantitat (mesura), quin nombre de vegades es produirà un esdeveniment més que un altre. És com si volguéssim mesurar la bellesa i poguéssim dir que una flor és dues vegades més maca que una altra flor.

Coneixements previs

Aquí anem a dir quins coneixements anteriors són necesaris per desenvolupar el tema, es convenient que el lector ñes refresqui a la seva memòria. Portant-li els seus significats i propietats.

A partir d’aquí, en general, cada concepte nou el definirem en llenguatge “normal”, en llenguatge matemàtic i veurem exemples, en alguns casos hi haurà exercicis complementaris.

Unio de conjunts: Donats dos conjunts A i B, el conjunt A
[image: image1.wmf]È

B és un nou conjunt format per tots els elements d’A i els de B.

Intersecció de conjunts: Donats dos conjunta A i B, el conjunt A
[image: image2.wmf]Ç

B és un nou conjunt format per tots els elements comuns d’A i B

Subconjunt: Donat un conjunt A, direm que S és un subconjunt de A si tots els elements de S pertanyen a A.

Parts d’un conjunt: Donat un conjunt A, formarem un nou conjunt anomenat Parts d’A P(A) que està format per tots els subconjunts de A.

Exemple:

A = {1, X, 2}

B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

1-A
[image: image3.wmf]È

B = {1, X, 2, 3, 4, 5, 6}

2- A
[image: image4.wmf]Ç

B = {1, 2}

3-Exemples de subconjunts d’A: {1}; {1, 2}; {X, 2}

4- Parts d’A P(A) = {
[image: image5.wmf]Æ

, {1}, {X}, {2}, {1, X}, {1, 2}, {2, X}, {1, X, 2}}

Aplicacions: Donat dos conjunts A i B una aplicació de A en B és una correspondència de manera que qualsevol element d’A tingui una i només una imatge en B

Combinatòria: Aquí és interessant recordar tot lo referent a Variacions, amb i sense repetició, permutacions, combinacions. Càlcul del número i saber decidir en cada situació sí és una d’aquestes coses.
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Conceptes importants previs a la probabilitat:

Experiència aleatòria: És tota experiència que compleixi els següents requisits:

1a- Que el resultat sigui impredible.

2a- Es puguin realitzar tanes experiències com es vulgui

3a- El quocient entre el nombre de vegades que es produeix un resultat (esdeveniment) i el número total d’experiències tendeixi a una constant a mesura que augmenti el nombre d’experiències.

Exemples: 

1-Experiència impredible és aquella que no podem saber per endavant el resultat.

-El resultat de tirar un dau.

-El resultat de la combinació de la propera loteria primitiva.

-El número que sortirà en el sorteig de la grossa de Nadal.

-El color del proper cotxe que passi davant meu quan estic en un semàfor en vermell.

-Qui es morirà primer d’un grup de gent.

-...

Per entendre millor un concepte és bo donar exemples dels que no ho són. En aquest cas experiències que no siguin impredibles, que sabem per endavant el resultat.

-Si afegeixo sal a l’aigua, quanta sal es disoldrà.

-A quina hora sortirà el sol demà.

-Si el semàfor està en vermell quin serà el proper color que mostrarà.

-...

Les altres característiques del que hem considerat una experiència aleatòria signifiquen el següent. Farem servir com a exemple l’experiment tirar un dau i observar el resultat que ha sortit.

2-Es pot realitzar la experièncie tantes vegades com es vulgui. De fet això ho compleixen la majoria d’experiències, aleatòries o no, però el cas és que es pot tirar un dau tantes vegades com es vulgui.

3- El quocient entre el nombre de vegaes que es produeix un resultat (esdeveniment) i el número total d’experiències tendeixi a una constant a mesura que augmenti el nombre d’experiències.
Si el dau és correcte, homogeni, no té un excés de càrrega en cap de les seves cares, tots els valors en promig han de sortir per igual, així al fer moltes mesures 
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 tendeix a 1/6, o sigui que de cada 6 experiències és tendeix a que una surti un 2 (i un 1, un 3, un 4, un 5 i un 6).

Esdeveniment elemental: És cada un dels resultats directes de l’experiència aleatòria.

Exemples:

-En la experiència de tirar un dau són esdeveniments elementals: sortir 3, sortir 6, etc.

-En la experiència de tirar una moneda només hi ha dos esdeveniments elementals: sortir cara, sortir creu.

-Si la experiència és tirar dues monedes n’hi ha 3: cara-cara, cara-creu, creu-creu.

Espai mostral (E): És el conjunt format per tots els esdeveniments elementals.

Exemples:

-Al tirar un dau E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

-Tirar dues monedes E = { (c,c); (c,+); (+,+)}

Esdeveniment: És qualsevol conjunt de l’espai mostral.

Exemple:

-Al tirar un dau són esdeveniments: 

S​​1 = {1,2}; S​​2 = {3}; S​​3 = {
[image: image8.wmf]Æ

}; S​​4 = {1,3,5}; S​​5 = {1,2,3,4,5,6};
Conjunt d’esdeveniments: Donada una experiència aleatòria i el seu espai mostral “E” definim un nou conjunt anomenat, conjunt d’esdeveniments “P(E)” com el conjunt de tots els esdeveniments de l’Espai Mostral “E”. Dit d’una altra manera com el conjunt de tots els subconjunts que es poden formar en l’Espai Mostral “E”. O sigui les Parts d’E.

Exemple:

-Al tirar un dau de travesses: 

Espai Mostral E = {1, X, 2}

Conjunt d’esdeveniments :

P(E) ={{
[image: image9.wmf]Æ

}; {1}; {X}; {2}; {1, X}; {1, 2}; {X, 2}; {1, X, 2}}

Exercici:

Trobar l’Espài Mostral i el conjunt d’esdeveniments de l’experiència aleatòria, tirar 2 monedes.

Esdeveniment segur:  És el que està format per l’espai mostral E. Reb aquest nom perquè sempre que es realitzi l’experiència passa aquest esdeveniment.

Exemple:

-Al tirar un dau: Esdeveniment segur = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

-En les travesses: Esdeveniment segur = { totes les 314 variacions amb repetició que es poden fer de 3 elements (1, X, 2)  a gafats de 14 en 14 }

Esdeveniment impossible: Ve simbolitzat per el 
[image: image10.wmf]Æ

. Representa els esdeveniments que no es poden donar.

Exemples:

-Al tirar un dau que surti un 7, o un 12.

-En una travessa que surti el 74836.

-En la loteria primitiva el 3.

Esdeveniments incompatibles: Donada una experiència aleatòria i 2 esdeveniments d’ella, A i B, direm que són incompatibles si no tenen cap esdeveniment elemental en comú o dit d’una altra manera que la seva intersecció és el conjunt vuit. A
[image: image11.wmf]Ç

B = 
[image: image12.wmf]Æ

.

Exemple:

-Al tirar un dau: Esdeveniments incompatibles són:

1- A = {1, 2}
B = {4, 6}

2- A = {Sortir parell}
B ={sortir imparell}

3- A = {3}
B = {1, 2, 5)

-Al tirar un dau no són esdeveniments incompatibles:

1- A = {1, 2, 3}  B = {3, 4, 5}

2- A = {sortir més petit que 5}
B = {sortir més gran que 3}

Esdeveniments contraris: Direm que dos esdeveniments d’una experiència aleatòria són contraris si son incompatibles, A
[image: image13.wmf]Ç

B = 
[image: image14.wmf]Æ

, i entre els dos formen l’Espai Mostral, A
[image: image15.wmf]È

B = E.

A l’esdevenimetn contrari d’un cert esdeveniment 
[image: image16.wmf]A

 l’anomenarem 
[image: image17.wmf]A


Exemple:

-Al tirar un dau: Esdeveniments contraris són:


[image: image18.wmf]A

 = {1, 3}  
[image: image19.wmf]A

 = {2, 4, 5, 6}


[image: image20.wmf]B

 = {sortir parell}  
[image: image21.wmf]B

 = {sortir imparell}


[image: image22.wmf]C

 = {4}  
[image: image23.wmf]C

 = {1, 2, 3, 5, 6}


[image: image24.wmf]D

 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}  
[image: image25.wmf]D

 = {
[image: image26.wmf]Æ

}

Exercici:

En la experiència preveure el resultat d’un partit de futbol (1, X, 2) trobeu:

1-L’Espai Mostral

2-L’esdeveniment segur.

3-L’esdeveniment impossible.

4-L’esdeveniment contrari a sortir una X.

Frequències: Intuitivament és convenient pensar que la probabilitat, concepte que volem definir, tingui alguna cosa a veure amb la relació que existeix entre el nombre de vegades que passa un esdeveniment i el nombre total d’experiències realitzades. Dit d’una altra manera tindrem d’assignar una probabilitat més gran als esdeveniments que passen major nombre de vegades respecte al total.

Exemple:

Si en el llençament d’un dau surt 3 vegades més l’esdeveniment sortir imparell que l’esdeveniment sortir 1 és evident que al primer esdeveniment cal assignar-li una probabilitat 3 vegades més gran.

Per tot això per poder entendre la definició que més endavant donarem de probabilitat és bo definir els conceptes de freqüència absoluta i relativa i veure les seves propietats. De fet l’assignació de probabilitats vindrà inspirada per la freqüència relativa.

Freqüència absoluta: Donada una experiència aleatòria i un esdeveniment A que ha passat (n’) vegades, a (n’) se li’n diu freqüència absoluta de l’esdeveniment A.

Freqüència relativa: és el quocient entre la freqüència absaoluta (n’) i el nombre total d’experiències (n).

Freqüència de l’esdeveniment A = f(A) = 
[image: image27.wmf]n
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A la freqüència relativa l’anomenarem simplement freqüència.

Exemple:

Si fem l’experiència de tirar una moneda 100 vegades i han sortit 42 cares i 58 creus.

-Freqüència absoluta de l’esdeveniment sortir cara 42.

-Freqüència (freqüència relativa) de l’esdeveniment sortir cara = 
[image: image28.wmf]100

42

 = 0’42

Exercici:

S’ha tirat un dau 100 vegades, si han sortit els següents resultats:

1
2
3
4
5
6

18

16
19
21
12

Es demana:

a-Quantes vegades ha sortit el 2?

Freqüència relativa i absoluta dels següènts esdeveniments:

b-Sortir {3}

c-Sortir  {1, 5}

d-Sortir {3, 4}

e-Sortir {4, 6}

f-Sortir parell

e-Sortir {7}

f-Sortir {1, 2, 3, 4, 5, 6}

g-Sortir {1, 3, 4, 5}

h-Sortir {3, 4, 6}

i-Observeu la relació que hi ha entre els casos c, d, g.

j-Observeu la relació que hi ha entre els casos d, e.

Probabilitat
Amb tot lo vist fins ara ja tenim una bona base per definir el concepte de probabilitat. Hem definit a qui associarem la probabilitat (conjunt d'’sdeveniments) i inclús hem vist un nou concepte, la freqüència, que és el que ens inspirarà la definició de probabilitat. De fet la probabilitat serà el model matemàtic de les freqüències. Dit d’una altra manera a partir de la definició de probabilitat s’han de deduir les propietats que hem vist de les freqüències i totes les altres que a partir de la noció intuitiva (dita al principi) de probabiñitat han de tenir. Com per exemple que si un esdeveniment és més segur que passi que un altre tingui una probabilitat més gran.

Definició de “probabilitat”

Donada una experiència aleatòria contruim el seu espai mostral E i el seu conjunt d’esdeveniments P(E). Definim probabilitat com una aplicació de P(E) en els números reals (anomenada p(S) probabilitat de l’esdeveniment S) mque compleixi les propietats següents:

1a-La probabilitat d’un esdeveniment ha de ser un número comprès entre 0 i 1.

2a-La probabilitat de l’esdeveniment segur ha de ser 1.

3a-Si tenim dos esdeveniments incompatibles la probabilitat de l’esdeveniment Unió ha de ser igual a la suma de les probabilitats dels dos esdeveniments.

Això escrit amb simbologia matemàtica quedaria molt més sintètica.

Donada [E i P(E)]

La probabilitat és una aplicació P(E)
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2a- p(E) = 1
3a- Si 
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Explicació: A primera vista semblar, i això què és? Però si ho reflexionem una mica veurem que té el seu sentit. Teniem que associar una mesura als esdeveniments, això ho fem mitjançant l’aplicació, a cada esdeveniment un número real (entre 0 i 1), el que ha de passar és que esdeveniments que passin més fàcilment tinguin major probabilitat, a partir de la tercera propietat de la definició ja s’intueix que passarà això. Assignem  l’esdeveniment segur una probabilitat 1 cosa que és raonable volen indicar que segur que passarà. Altres coses que en principi són previsibles que es compleixin, probabilitat de l’esdeveniment impossible 0, la probabilitat dels esdeveniments equiprobables (esdeveniments que tinguin la mateixa probabilitat), veurem que surten como conseqüències (propietats) de la definició. Però abans veiem un parell d’exemples de el que és o no és una probabilitat.

Exemple 1:

Experiència aleatòria: Tirar un moneda.

Espai Mostral: E={c,+}

Conjunt d’esdeveniments P(E) = {
[image: image32.wmf]Æ

, c, +, {c,+)}

Probabilitat

P(E)
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A l’esdeveniment {c,+} per la segona probabilitat de la definició ha de ser 1, a la c i a la + per la tercera propietat p({c,+}) = p(c)+p(+) la seva suma ha de valer 1. Així doncs sembmpre que en volguem inventar una bona probabilitat matemàtica d’una experiència aleatòria que tingui dos esdeveniments elementals sempre hauran de ser dos números que sumin 1 per exemple

Probabilitat

P(E)
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No seria una bona definció de probabilitat

Probabilitat

P(E)
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Ja que p({c,+}) =1 seria diferent  p(c)+p(+)= 1’5 cosa que també és absurda ja que la probabiliat d’un esdeveniment mai pot ser més gran que 1.

Si suposem que la moneda és homogènia i surten tantes cares com creus, llavors es bo triar el criteri d’equiprobabilitat o sigui assignar la mateixa probabilitat als dos esdeveniments ½ i ½. En quant a l’esdeveiment impossible es raonable suposar que se li ha d’assignar probabilitat 0, de totes maneres això ho demostrarem que cal que sigui així.

Exercici:

Definir una bona probabilitat per l’experiència aleatòria resultat d’un partit de futbol E={1, X, 2}

a) Considerant els resultats equiprobables.

b) Suposant que de cada 6 partits, 3 els guanya el de casa, 2 empaten, 1 el guanyi el de fora.

Propietats de la probabilitat:

1a  Probabilitat de l’esdeveniment contrari: Si A i 
[image: image57.wmf]A

 són dos esdeveniments contraris i coneixem la probabilitat de A llavors la probabilitat de 
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 val:

p(
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) = 1- p(A)

Demostració: Si A i 
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 són contraris significa que 
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 o sigui són incompatibles i per la tercera propietat si dos esdeveniments són incompatibles.
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però com 
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2a propietat:
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A partir d’aquesta 1a propietat és dedueix la 2a propietat:

2n Probabilitat de l’esdeveniment impossible: La probabilitat de l’esdeveniment impossible 
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 val 0.

Demostració:
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3r  Regla de Laplace: Si tenim un espai mostral que els seus esdeveniments elementals són tots equiprobables, la probabilitat d’un esdeveniment qualsevol és igual al quocient del número d’esdeveniments elementals de l’esdeveniment i el número total d’esdeveniments elementals de l’Espai mostral.

És la regla coneguda, probabilitat d’un esdeveniment = 
[image: image75.wmf]possibles
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Cal recordar que només es vàlida sempre que tots els esdeveniments elementals siguin equiprobables.

Demostració: Suposem que l’espai mostral tinhui n esdeveniments elementals (casos possibles). E ={S1, S2, S3, ... , Sn}

1 = p(E) = p(S1 
[image: image76.wmf]È

 S2 
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 S3 
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 ... 
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 Sn) = p(S1) + p( S2) + p(S3) + ... + p(Sn)

Si són equiprobables i hi ha n esdeveniments. Si qualsevol.

1 = n p(Si)


[image: image80.wmf]n

1

 = p(Si)

O sigui la probabilitat d’un esdeveniment elemental és 1 partit pel número total d’esdeveniments elementals.

Ara calcularem la probabilitat de un esdeveniment qualsevol S amb m esdeveniments elementals (casos favorables) S ={S1, S2, S3, ... , Sm}

p(S) = p(S1 
[image: image81.wmf]È

 S2 
[image: image82.wmf]È

 S3 
[image: image83.wmf]È

 ... 
[image: image84.wmf]È

 Sm) = p(S1) + p( S2) + p(S3) + ... + p(Sm)

Que pel que acabem de veure p(Si) = 
[image: image85.wmf]n

1

 i com que n’hi ha m

p(S) = 
[image: image86.wmf]n

1

+ ... + 
[image: image87.wmf]n

1

 (m casos)

p(S) = 
[image: image88.wmf]n

1

. M
p(S) = 
[image: image89.wmf]n
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= 
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Exemples:

1-Quina és la probabilitat de que al tirar un dau surti {1, 2, 3, 4}?

P(1,2,3,4) = 
[image: image91.wmf]possibles
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casos

 = 
[image: image92.wmf]6

4

 = 
[image: image93.wmf]3

2

 = 
[image: image94.wmf]6
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2-Quina és la probabilitat de que al tirar un dau surti nombre primer?

Com que entre 1 i 6 hi ha 4 nombres primers 1,2,3,5

P(nombre primer) = 
[image: image95.wmf]6

4


3-Quina és la probabilitat de que al treure dues cartes d’una baralla espanyola surtin dos reis?
Els casos possibles són tots els griups de 2 cartes que es pot fer d’un total de 48 artes que té la baralla.

Els casos favorables seran tots els grups de 2 reis que es pot fer amb els 4 reis que té la baralla.

P(2 reis) = 
[image: image96.wmf]188
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4t Teorema de la probabilitat total: La probabilitat de la unió de dos esdeveniments és igual a la suma de les probabilitats dels 2 esdeveniments menys la probabilitat de la seva intersecció.
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Demostració: Utilitzarem la regla de Laplace. Suposem que: 

1-L’Espai Mostral E té n esdeveniments elementals equiprobables.

2-L’Esdeveniment A té n1 esdeveniments elementals.

3-L’Esdeveniment B té n2 esdeveniments elementals.

4-L’esdeveniment 
[image: image98.wmf])
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Els casos favorables seran n1+ n2 – n3 ja que els esdeveniments comuns a A i B estan en n1i n2. Dit d’una altra manera en n1i n2 estan dues vegades la intersecció per la qual cosa la treiem una vegada.
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Exemples:

1-Si la probabilitat, en la experiència de tirar un dau, de l’esdeveniment {1,3} val 
[image: image101.wmf]6

2

 i la de l’esdeveniment {3,4,5} 
[image: image102.wmf]6

3

. Quina és la probabilitat de l’esdeveniment {1,2,3,4,5}?

p(1,3) =
[image: image103.wmf]6

2


p(3,4,5) = 
[image: image104.wmf]6
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p({1,3}
[image: image105.wmf]È

{3,4,5}) = p(1,3,4,5)

Si calculem 
[image: image106.wmf]6
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 no coincideix amb la de p(1,3,4,5), que és 
[image: image107.wmf]6

4

 ja que hi ha 4 casos possibles. Això és perquè el 3 el considerem 2 vegades.

p(1,3,4,5) = p(1,3) + p(3,4,5) –p(3) = 
[image: image108.wmf]6
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2-Quina probabilitat hi ha de treure una carta d’una baralla espanyola de 48 naipes que sigui un oros o sigui un as?
Esdeveniment A sortir oros p(A) =
[image: image109.wmf]48
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Esdeveniment B sortir as p(B) =
[image: image110.wmf]48
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Esdeveniment A
[image: image111.wmf]Ç

 B sortir as d’oros p(A
[image: image112.wmf]Ç

 B) =
[image: image113.wmf]48
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Probabilitat esdeveniment sortir oros o as 
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5a Probabilitat condicionada:

Per veure aquest cas estudiarem un cas particular i induirem la propietat general.

Exemple:

Suposem que en una classe de 40 alumnes se ha realitzat una classificació respecte el color del cabell, rossos i morens, i respecte al color dels ulls, clars i foscos. Havent obingut els reultats que expressem en la taula següent:

Ulls | Cabell
A Rossos

[image: image115.wmf]A

 Morenos


B   Clars
5
2
7


[image: image116.wmf]B

 Foscos
10
23
33


15
25
40

Aquí l’espai mostral té 40 elements (40 alumnes) i un esdeveniment elemental és una parella de característiques de cada alumne, (color de cabell, color dels ulls).

Considerem els segünets esdeveniments i la seva probabilitat:

A = {tenir el cabell ros} 
p(A) = 
[image: image117.wmf]40
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[image: image118.wmf]A

={tenir el cabell moreno}
p(
[image: image119.wmf]A

) =
[image: image120.wmf]40

25


B = {tenir els ulls clars} 
p(B) = 
[image: image121.wmf]40
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[image: image122.wmf]B

={tenir el cabell moreno}
p(
[image: image123.wmf]B

) =
[image: image124.wmf]40
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A
[image: image125.wmf]Ç

 B = {tenir el cabell ros i els ulls clars} p(A
[image: image126.wmf]Ç

 B) =
[image: image127.wmf]40
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B/A = {tenir els ulls clars entre els que tenen el cabell ros} = Els casos possibles són els que tenen el cabell ros 15 i els casos favorables, d’entre ells els d’ulls clars, 5. 

p(B/A) = 
[image: image128.wmf]15
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Veiem que si dividim el numerador i el denominador pel número de casos totals.

p(B/A) = 
[image: image129.wmf]15
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 = 
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p(B/A) = 
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De aquí podem truere la següent conclusió:

La probabilidad de ñ’esdeveniment intersecció és igual a la probabailitat de un d’ells, suposada no nul.la, per la probabilitat condicionada a la realització de l’anterior.
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Ja que els dos casos són equivalents.

Exemple:

La experiència aleatòria és treure una carta i després una altra d’una baralla espanyola. Considerem els següents esdeveniments i el número de casos elementals de cadascún d’ells.

2a extr. | 1a extr.
A Rei

[image: image136.wmf]A

 No Rei


B   Rei
4x3=12
44x4=176
188


[image: image137.wmf]B

 No Rei
44x4=176
44x43=1892
2068


188
2068
2256

Exercici:

Perquè dels números anteriors?

Considerem els esdeveniments i les seves probabilitats:

Esdeveniment A {1a extracció Rei}
p(A) =
[image: image138.wmf]2256

188


Esdeveniment 
[image: image139.wmf]A

 {1a extracció no Rei}
p(
[image: image140.wmf]A

) =
[image: image141.wmf]2256
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Esdeveniment B {2a extracció Rei}
p(B) =
[image: image142.wmf]2256

188


Esdeveniment 
[image: image143.wmf]B

 {2a extracció Rei}
p(
[image: image144.wmf]B

) =
[image: image145.wmf]2256
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Esdeveniment A
[image: image146.wmf]Ç

 B = {1a i 2a extracció Rei}
 p(A
[image: image147.wmf]Ç

 B) =
[image: image148.wmf]2256
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Esdeveniment B/A {2a Rei si la 1a ha estat rei} p(B/A) =
[image: image149.wmf]188
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p(B/A) =
[image: image150.wmf]188
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p(A
[image: image152.wmf]Ç

B) = p(A) . p(B/A)
O sigui la probabilitat de la intersecció de dos esdeveniments, que totes dues cartes siguin reis, la podem calcular multiplicant la probabilitat de que la 1a sigui rei per la probabilitat de que la 2a sigui rei si la 1a ho ha estat.

Lo ideal seria que la probabilitat de que passi B, si ha passat A, fos la probabilitat de B, això passarà quan els dos esdeveniments siguin independents, es a dir quan el fet de que passi B no depengui per res del si s’ha produït o no A. Així la probabilitat de l’esdeveniment inrtersecció:
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Se convertiria en:
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Sempre que els esdeveiments A i B, siguin independents, o sigui que la probabilitat de l’esdeveniment B no depengui del que hagi passat amb A.

A i B són dos esdeveniments independents si p(B) = p(B/A)
Considerem aquest nou exemple:

Exemple:

És la experiència de treure dues cartes d’una baralla espanyola, però després de la 1a extracció és torna la carta a la baralla, aixó doncs, el que passi en la 2a extracció no dependrà del que passi en la 1a. Esdeveniments independents.

2a extr. | 1a extr.
A Rei

[image: image155.wmf]A

 No Rei


B   Rei
4x4=16
44x4=176
192


[image: image156.wmf]B

 No Rei
44x4=176
44x44=1936
2112


192
2112
2304

Exercici:

Perquè dels números anteriors?

Considerem els següents esdeveniments i les seves probabilitats. No confondre aquest experiement amb l’anterior, és similar pel fet de treure dos cartes, però en el primer és sense reposició, o sigui que no es torna la 1a carta a la baralla, i en aquest segon sí, amb reposició.

Esdeveniment A {1a extracció Rei}
p(A) =
[image: image157.wmf]2304

192


Esdeveniment 
[image: image158.wmf]A

 {1a extracció no Rei}
p(
[image: image159.wmf]A

) =
[image: image160.wmf]2304
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Esdeveniment B {2a extracció Rei}
p(B) =
[image: image161.wmf]2304

192


Esdeveniment 
[image: image162.wmf]B

 {2a extracció Rei}
p(
[image: image163.wmf]B

) =
[image: image164.wmf]2304
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Esdeveniment A
[image: image165.wmf]Ç

 B = {1a i 2a extracció Rei}
 p(A
[image: image166.wmf]Ç

 B) =
[image: image167.wmf]2304
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Esdeveniment B/A {2a Rei si la 1a ha estat rei} p(B/A) =
[image: image168.wmf]192
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p(B/A) =
[image: image169.wmf]192
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[image: image171.wmf]Ç

B) = p(A) . p(B/A)
Observem el següent:
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Que era d’esperar ja que la realització de l’esdeveniment B (que surti rei a la 2a extracció) no ha de venir condicionada si ha passat o no A ( que surti rei a la 1a extracció). Esdeveniments independents.

p(A
[image: image173.wmf]Ç

B) = p(A) . p(B/A)

Si A i B són independents p(B) = p(B/A)

p(A
[image: image174.wmf]Ç

B) = p(A) . p(B)
Exemples:

1-Tenim una urna amb 9 boles vermelles i 5 negres. S’extreuen successivament dues boles. Calcula la probabilitat dels següents esdeveniments:

a) Que les dues boles siguin vermelles.

b) Que les dues boles siguin negres.

c) Que la 1a bola sigui vermella i la segona negra.

d) Que una sigui vermella i l’altre negra

a) Sigui V1 treure bola vermella en la 1a extració. Sigui V2 treure bola vermella en la segona extracció.

p(V1
[image: image175.wmf]Ç

 V2)=p(R11) . p(R1/ R1) =
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b) Sigui N1 treure bola negra en la 1a extració. Sigui N2 treure bola negra en la segona extracció.

p(N1
[image: image177.wmf]Ç

 N2)=p(N1) . p(N2/ N1) =
[image: image178.wmf]91
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c) Sigui V1 treure bola vermella en la 1a extració. Sigui N2 treure bola negra en la segona extracció.

p(V1
[image: image179.wmf]Ç

 N2)=p(V1) . p(N2/ V1) =
[image: image180.wmf]182
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d) Com treure una vermella i l’altra negra pot treure’s de dues formes considerem l’esdeveniment unió.

p[(V1
[image: image181.wmf]Ç

 N2)
[image: image182.wmf]È

( V2
[image: image183.wmf]Ç

 N1)=2 p[(V1
[image: image184.wmf]Ç

 N2)= 
[image: image185.wmf]182
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2-El mateix problema anterior però tornant la bola després de la 1a extracció, 9 boles vermelles i 5 negres.

a) Que siguin les dues negres

b) Que la 1a sigui vermella i la 2a negra.

a) N1 1a extracció negra i N2 2a extracció negra.

p(N1
[image: image186.wmf]Ç

 N2) = p(N1) . p(N2/ N1) = p(N1) . p(N2) =
[image: image187.wmf]196
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Ja que els dos esdeveniments són independents i p(N2/ N1) = p(N2)
b) R1 1a extracció vermella i N2 2a extracció negra.

p(R1
[image: image188.wmf]Ç

 N2) = p(R1) . p(N2/ R1) = p(R1) . p(N2) =
[image: image189.wmf]196

45

14

9

14

5

=

×


Ja que els dos esdeveniments són independents i p(N2/ R1) = p(N2)
RESUM – ESQUEMA

-Idea intuitiva de probabilitat. Per a què ho volem utilitzar.

-Idees importants:


Experiència aleatòria

Esdeveniment segur


Esdeveniment elemental

Esdeveniment impossible


Esdeveniment

Esdeveniments incompatibles


Conjunt d’esdeveniments

Esdeveniment contraris

-Probabilitat:

És una aplicació P(E)
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2a- p(E) = 1
3a- Si 
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-Propietats:

1a-  p(
[image: image193.wmf]A

) = 1- p(A)
2a-
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3a- Si els esdeveniment elementals són equiprobables p(S) = 
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4a-
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5a- 

a)
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b)Si A i B independents p(B/A) = p(B) 
[image: image198.wmf]Þ
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1-Ampliació Probabilitat condicionada. 2a manera.

Exemple:

Experiència aleatòria tirar un dau:

Esdeveniment sortir parell = A 
[image: image200.wmf]6
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Esdeveniment sortir més petit que 4 = B 
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Esdeveniment sortir parell si ha sortit <4 = A|B 
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Esdeveniment sortir més petit que 5 = C 
[image: image203.wmf]6
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Esdeveniment sortir parell si ha sortit <5 = A|C 
[image: image204.wmf])
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2-Esdeveniments independents A i C si p(A) = p(A|C) 

[image: image205.wmf]2
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Esdeveniments no independents A i B ja que p(A) 
[image: image207.wmf]¹

 p(A|B) ja que 
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3-Probabilitat de la intersecció de dos esdeveniments:
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Si A i C són independents
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Exercicis:

1-Si extraiem, successivament, dues cartes d’una baralla espanyola, quina és la probabilitat d’obtenir dos reis?

2-Agafem succesivament dues boles d’una urna en la qual hi ha nou boles vermelles i cinc de negres. Calcula la probabilitat dels esdeveniments següents:

a) Que la primera sigui vermella i la segona negra.

b) Que una sigui vermella i l’altra negra.

3-Si extraiem dues cartes successivament d’una baralla espanyola. Quina probabilitat tenim de que surtin dos reis si tornem a introduir la carta després de la primera extracció.

4-En un examen de física, un alumne només ha estudiat quinze dels 25 temes que conté el qüestionari. L’examen consisteix a xontestar dos temes extrets a l’atzar del total de temes del qüestionari.Calcula la probabilitat que els dos temes estiguin entre els que l’alumne ha estudiat.

5-Extraiem dues boles d’una bossa que conté deu boles vermelles i sis de negres. Calcula la probabilitat que les dues siguin negres.

a) Amb devolució de la bossa de la primera bola extreta.

b) Sense devolució

4-Taules de contingència
Exercici:

6-Per intentar curar una malaltia s’ha aplicat un nou tractament a una sèrie d’individus i s’han obtingut els resultats que reflecteix la taula següent:


Curats
No curats
Totals

Tractament nou
60
21
81

Tractament antic
43
36
79


103
57
160

Es tria una persona a l’atzar. Busca les probabilitats següents:

a) Que s’hagi curat.

b) Que no s’hagi curat

c) Que s’hagi curat amb el nou tractament.

d) Que no s’hagi curat amb el nou tractament

e) Que s’hagi curat amb el tractament antic

f) Que no s’hagi curat amb el tractament antic

5-Teorema de la probabilitat total
Exercicis:

7-La probabilitat que un autobús que va a Barcelona tingui un accident en un dia ennuvolat és de 0,09, i en un dia de sol, 0,005. Durant un perióde de deu dies ha fet set dies de sol i tres ennuvolat. Quina és la probabilitat que l’autobús tingui un accident?

8-Una capsa conté tres monedes, P, S, T, la primera és normal, la segona té dues cares i la tercera està trucada de manera que la probabilitat que surti cara és 1/3. Si  agafem una moneda a l’atzar, quina és la probabilitat que surti cara?

Teorema de la probabilitat total:

Sigui A​1, A2, ..., An, un sistema complet d’esdeveniments tal que la probabilitat de cada un dels esdeveniments és diferent de zero, i sigui B un esdeveniment qualsevol per la qual es coneixen les probabilitats p(B|Ai), llavors la probabilitat de l’esdeveniment B ve donada per l’expressió següent

p(B) = p(A1).p(B|A1) + p(A2).p(B|A2) + ... + p(An).p(B|An)

Teorema de Bayes:

Exercici:

8-La probabilitat que un autobús que va a Barcelona tingui un accident en un dia ennuvolat és de 0,09, i en un dia de sol, 0,005. Durant un perióde de deu dies ha fet set dies de sol i tres ennuvolat. Sabent que s’ha produït un accident en aquest dies, troba:

a) La probabilitat que s’hagi produït en un dia ennuvolat.

b)La probabilitat que s’hagi produït en un dia de sol.

Solucions dels exercicis:

Probabilitat condicionada:

1-Si extraiem, successivament, dues cartes d’una baralla espanyola, quina és la probabilitat d’obtenir dos reis?

p(primera carta sigui rei 
[image: image211.wmf]Ç

 segona carta rei) = 

p(primera carta sigui rei) x p(segona carta rei | primera carta sigui rei) =
[image: image212.wmf]47

3

48

4

×

 

= 0,005319

2-Agafem succesivament dues boles d’una urna en la qual hi ha nou boles vermelles i cinc de negres. Calcula la probabilitat dels esdeveniments següents:

a) Que la primera sigui vermella i la segona negra.

b) Que una sigui vermella i l’altra negra.
a) p(primera vermella 
[image: image213.wmf]Ç

 segona negra) = 

p(primera vermella) x p(segona negra | primera vermella) = 
[image: image214.wmf]13

5

14

9

×

 = 0,247253

b) p(primera negra 
[image: image215.wmf]Ç

 segona vermella) = 
[image: image216.wmf]13

9

14
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×

 = 0,247253
p(primera vermella 
[image: image217.wmf]Ç

 segona negra) + p(primera negra 
[image: image218.wmf]Ç

 segona vermella) =

2 x 0,247253 = 0,494506

3-Si extraiem dues cartes successivament d’una baralla espanyola. Quina probabilitat tenim de que surtin dos reis si tornem a introduir la carta després de la primera extracció.

Com hi ha devolució els dos esdeveniments són independents

p(primera rei 
[image: image219.wmf]Ç

 segona rei) = p(primera rei) x p(segona rei) = 
[image: image220.wmf]48
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×

 = 0,006944

4-En un examen de física, un alumne només ha estudiat quinze dels 25 temes que conté el qüestionari. L’examen consisteix a contestar dos temes extrets a l’atzar del total de temes del qüestionari. Calcula la probabilitat que els dos temes estiguin entre els que l’alumne ha estudiat.

p(primer l’hagi estudiat 
[image: image221.wmf]Ç

segon l’hagi estudiat) =

p(primer l’hagi estudiat) x p(segon l’hagi estudiat  | primer l’hagi estudiat) =


[image: image222.wmf]24

14

25
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×

 = 0,35

5-Extraiem dues boles d’una bossa que conté deu boles vermelles i sis de negres. Calcula la probabilitat que les dues siguin negres.

c) Amb devolució de la bossa de la primera bola extreta.

d) Sense devolució

a) 
[image: image223.wmf]16
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 = 0,140625

b) 
[image: image224.wmf]15
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 = 0,125

4-Taules de contingència
6-Per intentar curar una malaltia s’ha aplicat un nou tractament a una sèrie d’individus i s’han obtingut els resultats que reflecteix la taula següent:


Curats
No curats
Totals

Tractament nou
60
21
81

Tractament antic
43
36
79


103
57
160

Es tria una persona a l’atzar. Busca les probabilitats següents:

g) Que s’hagi curat.

h) Que no s’hagi curat

i) Que s’hagi curat amb el nou tractament.

j) Que no s’hagi curat amb el nou tractament

k) Que s’hagi curat amb el tractament antic

l) Que no s’hagi curat amb el tractament antic

a) 103/160 = 0,64375

b) 57/160 = 0,35625

c) 60/81 = 0,740741

d) 21/81 = 0,259259

e) 43/79 = 0,544304

f) 36/79 = 0,455696

5-Teorema de la probabilitat total:

7-La probabilitat que un autobús que va a Barcelona tingui un accident en un dia ennuvolat és de 0,09, i en un dia de sol, 0,005. Durant un perióde de deu dies ha fet set dies de sol i tres ennuvolat. Quina és la probabilitat que l’autobús tingui un accident?
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p(tenir un accident) = 0’3 x 0’09 + 0’7 x 0’005 = 0’0305

Teorema de Bayes:

8-La probabilitat que un autobús que va a Barcelona tingui un accident en un dia ennuvolat és de 0,09, i en un dia de sol, 0,005. Durant un perióde de deu dies ha fet set dies de sol i tres ennuvolat. Sabent que s’ha produït un accident en aquest dies, troba:

a) La probabilitat que s’hagi produït en un dia ennuvolat.

b) La probabilitat que s’hagi produït en un dia de sol.
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p(tenir un accident) = 0’3 x 0’09 + 0’7 x 0’005 = 0’0305

a) p(ennuvolat | accident) =
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b) p(sol | accident) =
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Exercicis:

1-Busca p(A/B) i p(B/A) els esdeveniments A i B d’un mateix experiment aleatori tals que p(A)=1/2; p(B) = 1/3 i p(A
[image: image229.wmf]Ç

B) =1/4

2- Busca p(A/B) i p(B/A) els esdeveniments A i B d’un mateix experiment aleatori tals que p(A)=3/8; p(B) = 5/8 i p(A
[image: image230.wmf]È

B) =3/4

3-Si A, B, C són tres esdeveniments independents tals que p(A)=0’2; p(B)=0’8 i p(C)=0’7; troba les probabilitats dels esdeveniments següents: A
[image: image231.wmf]È

B, A
[image: image232.wmf]È

C, i A
[image: image233.wmf]È

B
[image: image234.wmf]È

C.

4-Siguin A i B dos esdeveniments d’un espai mostral de probabilitats de manera que: p(A) = 0'4; p(B) = 0,3; p(A
[image: image235.wmf]Ç

B) = 0,1. Calcula raonadament:

a) p(A
[image: image236.wmf]È

B) b)  p(
[image: image237.wmf]B
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È

)  c) p(A/B)  d) p(
[image: image238.wmf]B
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5-Dels esdeveniments A = “extreure un as d’una baralla espanyola” i B = “extreure un oro d’una baralla espanyola” busca p(A), p(B) i p(A
[image: image239.wmf]Ç

B). Són independents els dos esdeveniments?

6- Si d’una baralla espanyola de quaranta vuit cartes n’extraiem dues a l’altzar, calcula quina és la probabilitat que els dues siguin reis.
7- D’una capsa on hi ha dies boles blanques, una de negra i set de vermelles, n’extraiem dues successivament. Quina és la probabilitat d’obtenir una bola negra seguida d’una blanca si:

a) Retornem a la capsa la primera bola extreta.

b) Si la deixem fora.

8-Si els esdeveniments A i B d’un experiment són independents i tenen probabilitats p(A) = p i p(B) = q, calcula la probabiliat que en fer l’experiment només es compleixi un dels dos esdeveniments.
9-Extraiem d’una baralla espanyola dues cartes a la vegada. Calcula la probabilitat d’obtenir:

a) Un rei i un as

b) Un rei o un as

c) Dos reis
10-Calcula la probabilitat d’obtenir al menys un sis doble en n tirades de dos daus.
11-La probabilitat que una bomba llançada desde un avió toqui l’objectiu és 1/3. Calcula la probabilitat de tocar l’objectiu si es llancen tres bombes seguides.
12-Calcula la probabilitat de guanyar un o més jocs en una sèrie de m jocs independents si la probabilitat de guanyar-ne un és p. Troba el valor de p perquè la probabilitat sigui igual a: 1-(1/2m).
13-Calcula la probabilitat de guanyar dos o tres jocs independents si la probabilitat de guanyar-ne un és de 0,01.
14-Siguin A i B dos dels esdeveniments possibles que es poden donar presentar en un experiment aleatori. Demostreu que si A i B són independents, també ho són els seus esdeveniments contraris, 
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23-Un estudiant fa dues proves un mateix dia.  La probabilitat que passi la primera prova és 0,6, la probabilitat que passsi la segona és 0,8, i la de passar totes dues proves és 0,5.

a)Quina és la probabailitat de passar com a mínim una prova?

b)Quina és la probabilitat de no passar-ne cap?

c)Són les proves esdeveniments independents?

d)Quina és la probabilitat de no passar la segona prova en cas de no haver superat la primera.
24-Un dau numerat de l’1 al 6 està trucat de manera que la probabilitat d’obtenir un nombre és proporcional al nombre de cada cara. Calcula aquestes probabilitats:

a)Que surti 3 si se sap que ha sortit imparell.

b)Que surti parell si se sap que ha sortit un nombre més gran que 3.
25-En una ciutat el 40% e la població té els cabells de color castany, el 25% té els ulls de color castany, i el 15% té els cabells i els ulls castanys. S’agafa una persona a l’atzar:

a)Si té els cabells castanys, quina és la probabilitat que també tingui els ulls castanys?

b)Si té els ulls castanys, quina és la probabilitat que no tingui els cabells castanys?

c)Quina és la probabilitat que no tingui els cabells ni els ulls castanys?
26-D’una urna que conté trenta-sis boles numerades de l’1 al 36 extraiem simultàniament dues boles i les hi tornem deixar; a continuació extraiem novament dues boles, també simultàniament. Calcula la probabilitat de que l’esdeveniment que consisteix que els nombre obtinguts en la primera extracció sumin menys de 36 i que, a més, el producte dels dos nombres obtinguts a la segona extracció no sigui 36.
27-Si d’una baralla espanyola agafem les dotze cartes dels oros i les estenem en fila sobre una taula, quina probabilitat hi ha que aparegui el rei i el cavall al costat?
28-Troba la probabilitat que surti un rei i un cavall en extreure simultàniament dues cartes d’una baralla espanyola.
29-Si tenim una urna amb sis boles blanques i cinc boles negres i fem tres extraccions retornant cada cop la bola a l’urna, quina és la probabilitat que surtin dues boles blanques i una de negra? I si després de cada extracció no tornem a introduir la bola a l’urna, quina és la probabilitat del mateix esdeveniment d’abans?
30-Si llancem una moneda fins que surti cara, quina és la probabilitat que haguem de llançar menys de 5 vegades?
31-Tenim dues urnes, cada una amb les boles següents:

URNA I: sis boles vermelles i quatre blanques.

URNA II: quatre boles vermelles I vuit boles blanques.

Tirem un dau. Si surt un npombre mnés ppetit que 3, a nem a l’urna I; en canvi, si surt un 3 o un nombre més gran, anem a l’urna II. A continuació extraiem una bola.

a)Quina probabilitat hi ha que la bola sigui vermella i de la urna II?

b)Quina probabilitat hi ha que la bola sigui blanca?
32-Un estudiant ha de fer un examen a primera hora, però amb el despertador que té només aconsegueix despertar-se el 80% de les vegades. Si sent el despertador, la probabilitat d’arribar a l’examen és 0’9, mentre que si no el sent la probabilitat és 0’5.

a) Si arriba a l’examen, quina és la probabilitat que hagi sentit el despertador?

b) Si no arriba a l’examen, quina és la probabilitat que no hagi sentit el despertador?
44-Tres màquines A, B i C fabriquen cargols del mateix tipus. però els percentatges de cada màquina de produir peces defectuoses, són, respectivament, de l’1%, el 2% i el 3%. barregem cent vint cargols: vint de la màquina A, quaranta de la màquina B i seixanta de la C. N’agafem un a l’atzar i resulta que és defectuós. Quina és la probabilitat que hagi estat fabricat per la màquina B?
45-En un sistema d’alarma, la probabilitat que hi hagi un incident és 0,1. Si es produeix realment un incident, la probabilitat que l’alarma soni és 0,95.  La probabilitat que soni l’alarma sense que s’hagi produït cap incident és de 0,03. Si l’alarma ha sonat, quina és la probabbilitat que no hi hagi cap incident?
A-Si la probabilitat de que al caure una xinxeta quedi de panxa és 0,4 i de punxa 0,6: a)Calculeu la probabilitat de que al tirar 5 xinxetes, dues quedin de panxa i tres en punxa. 

b) Calculeu la probabilitat de que al tirar 10 xinxetes, tres quedin de panxa i la resta en punxa. 

SOLUCIONARI:

1-Busca p(A/B) i p(B/A) els esdeveniments A i B d’un mateix experiment aleatori tals que p(A)=1/2; p(B) = 1/3 i p(A
[image: image243.wmf]Ç

B) =1/4

p(A
[image: image244.wmf]Ç

B) = p(A) . p(B/A)


p(A
[image: image245.wmf]Ç

B) = p(B) . p(A/B)
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2- Busca p(A/B) i p(B/A) els esdeveniments A i B d’un mateix experiment aleatori tals que p(A)=3/8; p(B) = 5/8 i p(A
[image: image248.wmf]È

B) =3/4

p(A
[image: image249.wmf]È

B) = p(A) + p(B) – p(A
[image: image250.wmf]Ç

B)

p(A
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B) = p(A) + p(B) - p(A
[image: image252.wmf]È
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3-Si A, B, C són tres esdeveniments independents tals que p(A)=0’2; p(B)=0’8 i p(C)=0’7; troba les probabilitats dels esdeveniments següents: A
[image: image256.wmf]È

B, A
[image: image257.wmf]È

C, i A
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B
[image: image259.wmf]È

C.

a) p(A
[image: image260.wmf]È

B) = p(A) + p(B) – p(A
[image: image261.wmf]Ç

B) = p(A) + p(B) - p(A) . p(B) com A i B indepen.

p(A
[image: image262.wmf]È

B) = 0’2 + 0’8 – 0’2 . 0’8 = 1 – 0’16 = 0’84

b) p(A
[image: image263.wmf]È

C) = p(A) + p(C) – p(A
[image: image264.wmf]Ç

C) = p(A) + p(C) - p(A) . p(C) com A i C indepen.

p(A
[image: image265.wmf]È

C) = 0’2 + 0’7 – 0’2 . 0’7 = 0’9 – 0’14 = 0’76

c) es pot demostrar que:

p(A
[image: image266.wmf]È

B
[image: image267.wmf]È

C) = p(A) + p(B) + p(C) – p(A
[image: image268.wmf]Ç

B) – p(A
[image: image269.wmf]Ç

C) – p(B
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C) + p(A
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B
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C) 

p(A
[image: image273.wmf]È

B
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C) = 0’2 + 0’8 + 0’7 – 0’2.0’8 – 0’2.0’7 – 0’8.0’7 + 0’2.0’8.0’7 = 0,952

0,2+0,8+0,7-0,2*0,8-0,2*0,7-0,8*0,7+0,2*0,8*0,7

4-Siguin A i B dos esdeveniments d’un espai mostral de probabilitats de manera que: p(A) = 0'4; p(B) = 0,3; p(A
[image: image275.wmf]Ç

B) = 0,1. Calcula raonadament:

a) p(A
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B) b)  p(
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B) = p(A) + p(B) – p(A
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B) = 0’4+0’3-0’1 = 0’6

b) p(
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d) p(
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Si mirem el quadre dona 0,2

5-Dels esdeveniments A = “extreure un as d’una baralla espanyola” i B = “extreure un oro d’una baralla espanyola” busca p(A), p(B) i p(A
[image: image294.wmf]Ç

B)

Ho fem amb la fórmula de Laplace (casos favorables / casos possibles)

p(A) = p(extreure un as) =
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p(B) = p(extreure un oro) =
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p(A
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B) = p(extreure as i d’oros) = 
[image: image298.wmf]48
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Hi afegim la pregunta, són independents els dos esdeveniments?

p(A/B) = p(as si sabem que ha sortit oros) = 
[image: image299.wmf]12
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 = p(A)

p(B/A) = p(oros si sabem que ha sortit un as) =
[image: image300.wmf]4
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= p(B)

Per la qual cosa la probablitat de la intersecció

p(A
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B) = p(A) . p(B) = 
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6- Si d’una baralla espanyola de quaranta vuit cartes n’extraiem dues a l’altzar, calcula quina és la probabilitat que els dues siguin reis.

Dues maneres:

1-Regla de Laplace p(dos reis) =
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2- Probabilitat condicionada 

Esdeveniments:

A = que la primera carta sigui rei.

B = que la segona carta sigui rei.

El que busquem és la probabilitat de la intersecció

p(A
[image: image304.wmf]Ç

B) = p(A) . p(B/A) = 
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7- D’una capsa on hi ha dies boles blanques, una de negra i set de vermelles, n’extraiem dues successivament. Quina és la probabilitat d’obtenir una bola negra seguida d’una blanca si:

a) Retornem a la capsa la primera bola extreta.

b) Si la deixem fora.

Esdeveniments: A = treure la primera bola negra.
B = treure la segona bola blanca

(A
[image: image306.wmf]Ç

B) = treure la primera bola negra i la segona bola blanca.

a) p(A
[image: image307.wmf]Ç

B) = p(A) . p(B/A) =  
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b)  p(A
[image: image309.wmf]Ç

B) = p(A) . p(B/A) =  
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8-Si els esdeveniments A i B d’un experiment són independents i tenen probabilitats p(A) = p i p(B) = q, calcula la probabiliat que en fer l’experiment només es compleixi un dels dos esdeveniments.

p(A) – p(A
[image: image311.wmf]Ç

B) = p – p.q

p(B) – p(A
[image: image312.wmf]Ç

B) = q – p.q

p – p.q + q – p.q = p + q –2p.q

Exemple: Experìència aleatòria tirar un dau.

A = Treure parell 

p(A) = 1/2

B = Treure < 5

p(B) = 4/6 = 2/3

Són independents ja que p(A/B) = 2/4 = 1/2 = p(A) i p(B/A)=2/3 = p(B)

p(Treure parell no més petit que 5) = 1/6 (el 6)

p(Treure més petit que 5 no parell) = 2/6 (el 1 i el 3)

p(es compleixi només un dels dos esdeveniments) = 
[image: image313.wmf]2
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 (ho sigui l’1, 3, 6)

p=1/2
q=2/3

p(es compleixi només un dels dos esdeveniments) = 

p + q –2p.q =
[image: image314.wmf]2
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9-Extraiem d’una baralla espanyola dues cartes a la vegada. Calcula la probabilitat d’obtenir:

a) Un rei i un as

b) Un rei o un as

c) Dos reis

a) Regla de Laplace 
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a)bis Probabilitat condicionada. Podem calcular la probabilitat de treure una carta i després una altra sense devolució de manera que la primera sigui rei i la segona as i la probabilitat de que la primera sigui as i la segona rei.
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b) En aquest cas és més fàcil calcular la probabilitat de que a l’agafar dues cartes no surti ni rei ni as. La probabilitat de que al truere una carta no sigui rei ni as és 40/48 ja que hi ha 4 reis i 4 asos ho sigui 40 no reis i no asos. La probabilitat de que la segona carta no sigui no rei ni as és 40/47 ja que ara només queden 47 cartes. Per la qual cosa fent servir la propietat de què p(
[image: image317.wmf]A

) = 1 – p(A)

La probabilitat d’obtenir un rei o un as  = 1-
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c) Regla de Laplace 
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c)bis Probabilitat condicionada. Podem calcular la probabilitat de treure una carta i després una altra sense devolució de manera que la primera sigui rei i la segona rei.
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10-Calcula la probabilitat d’obtenir al menys un sis doble en n tirades de dos daus.

En una tirada hi ha 36 resultats per la qual cosa la probabilitat d’obtenir un sis doble en una tirada és de 1/36. Fer-ho pel camí directe pot ser molt complicat, serà més fàcil fer servir la propietat de què p(
[image: image321.wmf]A

) = 1 – p(A) ho sigui calculat la probabilitat de que en n tirades no surti cap sis doble. La probabilitat de que en una tirada no surti un sis dobñe és 35/36, la probabilitat de que no surti un sis doble en dues tirades, com són esdeveniments independents (35/36)2, en general en n tirades (35/36)n ho sigui si aquesta és la probabilitat de que no surti cap sis doble en n tirades la probabilitat de què sí que surti un sis doble és 

1-
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11-La probabilitat que una bomba llançada desde un avió toqui l’objectiu és 1/3. Calcula la probabilitat de tocar l’objectiu si es llancen tres bombes seguides.

Procedirem com en el problema anterior, calcularem la probabilitat de que cap bomba toqui l’objectiu (2/3)3 i la probabilitat de que alguna toqui serà

1-
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12-Calcula la probabilitat de guanyar un o més jocs en una sèrie de m jocs independents si la probabilitat de guanyar-ne un és p. Troba el valor de p perquè la probabilitat sigui igual a: 1-(1/2m).

Procedirem com en els problemes anteriors, és més fàcil calcular la probabilitat de no guanyar-ne cap i si ho restem de 1 tindrem la probabilitat de guanyar-ne algun.

la probabilitat de no guanyar un joc és (1-p) de no gunayar-ne m és (1-p)m per la qual cosa la probabilitat de guanyar-ne algun és:

1-
[image: image324.wmf](
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Ho sigui en el nostre cas p = 
[image: image325.wmf]2
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13-Calcula la probabilitat de guanyar dos o tres jocs independents si la probabilitat de guanyar-ne un és de 0,01.

La probabilitat de guanyar dos jocs indepndents 0’012 = 0’0001

La probabilitat de guanyar tres jocs indepndents 0’013 = 0’000001

La probabilitat d‘un o l’altre  0’0001 + 0’000001 = 0’000101

14-Siguin A i B dos dels esdeveniments possibles que es poden donar presentar en un experiment aleatori. Demostreu que si A i B són independents, també ho són els seus esdeveniments contraris, 
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 i 
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Pista una de les lleis de Morgan 
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[image: image329.wmf])}

(

1

(

))

(

1

{

)

(

).

(

)

(

B

p

A

p

B

p

A

p

B

A

p

-

×

-

=

=

Ç


Si calculem {1-p(A)).(1-p(B)} = 1-p(A)-p(B)+p(A).p(B)

Com 
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1 – p(A) – p(B) + p(A).p(B) i això és igual  {1-p(A)).(1-p(B)} que és 
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Com voliem demostrar.

23-Un estudiant fa dues proves un mateix dia.  La probabilitat que passi la primera prova és 0,6, la probabilitat que passsi la segona és 0,8, i la de passar totes dues proves és 0,5.

a)Quina és la probabailitat de passar com a mínim una prova?

b)Quina és la probabilitat de no passar-ne cap?

c)Són les proves esdeveniments independents?

d)Quina és la probabilitat de no passar la segona prova en cas de no haver superat la primera.

a) p(A
[image: image332.wmf]È

C) = p(A) + p(C) – p(A
[image: image333.wmf]Ç

C) = 0,6 + 0,8 – 0,5 = 0,9

b) 
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c) si fóssin independents p(A
[image: image335.wmf]Ç

C) = p(A) . p(B)  i

p(A) . p(B) = 0,6 . 0,8 = 0,48
Que és diferent que 0,5 per la qual cosa no són independents.

d)


A
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24-Un dau numerat de l’1 al 6 està trucat de manera que la probabilitat d’obtenir un nombre és proporcional al nombre de cada cara. Calcula aquestes probabilitats:

a)Que surti 3 si se sap que ha sortit imparell.

b)Que surti parell si se sap que ha sortit un nombre més gran que 3.

Les probabilitats són proporcionals a 1, 2, 3, 4, 5, 6 per la qual cosa en total si ho sumem dona 21. Ho sigui les probabilitats per a cadascun dels resultats és:

a) 
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La probabiltat de que surti 3 si ha sortit imparell =
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b)La probabilitat de que surti parell si ha sortit més gran que 3 = 
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 = 0,666667

25-En una ciutat el 40% e la població té els cabells de color castany, el 25% té els ulls de color castany, i el 15% té els cabells i els ulls castanys. S’agafa una persona a l’atzar:

a)Si té els cabells castanys, quina és la probabilitat que també tingui els ulls castanys?

b)Si té els ulls castanys, quina és la probabilitat que no tingui els cabells castanys?

c)Quina és la probabilitat que no tingui els cabells ni els ulls castanys?


Ulls Castany
Ulls No Castany


Cabells Castanys
15
25
40

Cabells No castanys
10
50
60


25
75
100

a) p(Ulls castany|Cabell castany) = 
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b) p(Cabells No castanys|Ulls castanys) = 
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c) p(Cabells No castanys 
[image: image344.wmf]Ç

 Ulls No cstanys) = 
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26-D’una urna que conté trenta-sis boles numerades de l’1 al 36 extraiem simultàniament dues boles i les hi tornem deixar; a continuació extraiem novament dues boles, també simultàniament. Calcula la probabilitat de que l’esdeveniment que consisteix que els nombre obtinguts en la primera extracció sumin menys de 36 i que, a més, el producte dels dos nombres obtinguts a la segona extracció no sigui 36.

Casos possibles en cada una de les dues extreaccions 
[image: image346.wmf]1

.

2

35

.

36

2

36

=

C

= 630

Casos favorables esdeveniment (sumin menys de 36)

La suma més petita és 1+2=3 i la més gran 35+36=71

(34,1)

(33,1); (33,2)

(32,1); (32,2); (32,3)

…

(18,1);…(18,17)

Suma dels n primers (17 primers) termes d’una progressió aritmètica

N’hi ha 1+2+3+4+5+6+…+17 = (1+17)/2*17 = 153

(17,1); … (17,17)

(16,1); … (16,16)

…

(3,1); (3,2); (3,3)

(2,1); (2,2)

(1,1)

Suma dels n primers (17 primers) termes d’una progressió aritmètica

N’hi ha 1+2+3+4+5+6+…+17 = (1+17)/2*17 = 153 més

p1(sumin menys de 36) =
[image: image347.wmf]630
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Casos favorables esdeveniment (producte segona extracció no sigui 36)

Divisors de 36 : 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36

El producte 36 es pot aconseguir:

(1,36); (2,18); (3,12); (4,9); 

Número de Casos favorables a que el producte sigui 36 = 4

Número de Casos favorables a que el producte no sigui 36 = 630 - 4 = 626

p2(el producte no doni 36) =
[image: image348.wmf]630
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Probabilitat que la primera tirada (sumin menys de 36) i la segona (el producte no doni 36)

Com són esdeveneiments independents ja que s’han tornat les boles a la urna podem multiplicar les dues probabilitats.
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27-Si d’una baralla espanyola agafem les dotze cartes dels oros i les estenem en fila sobre una taula, quina probabilitat hi ha que aparegui el rei i el cavall al costat?

Casos possibles 
[image: image350.wmf]!

12

12

=

P


Casos favorables =

Suposem que agafem el rei i al seu costat el cavall en primer i segon lloc respectivament. Amb les 10 cartes restants podem fer 
[image: image351.wmf]!
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A sobre podem posar el cavall i el rei al revés per la qual cosa l’anterior número cal multplicar-lo per 2.

Com que aquesta disposició de rei cavall pot començar a la 1a, 2a, 3a, ... 10a i 11a posició ja que a la 12a posició no pot ser ja que hem de col.locar l’altre carta en la 13a i només tenim 12 posicions, la qual cosa vol dir que l’anterior nombre l’hem de multiplicar per 11.

Per lo tant la probabilitat buscada = 
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28-Troba la probabilitat que surti un rei i un cavall en extreure simultàniament dues cartes d’una baralla espanyola.

1a manera: llei de Laplace

Casos possibles = 
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Quantes parelles rei caval podem fer 4 x 4 = 16

P = 
[image: image354.wmf]47
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2a manera: Probabilitat condicionada, treime una carta i deprés una altra i volem calcular la probabilitat de que la primera surti un rei i llavors un cavall + la probabilitat de que la primera sigui un cavall i la segona un rei.

p(1a rei i la segona cavall) = P(1a rei) x p(2a cavall|1a sigui rei) =
[image: image355.wmf]47
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p(1a cavall i la segona rei) = P(1a cavall) x p(2a rei|1a sigui cavall) =
[image: image356.wmf]47
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Ho sigui que la probabilitat buscada és la suma de les dues probabilitats, com és el mateix número serà dues vegades el càlcul aquest
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29-Si tenim una urna amb sis boles blanques i cinc boles negres i fem tres extraccions retornant cada cop la bola a l’urna, quina és la probabilitat que surtin dues boles blanques i una de negra? I si després de cada extracció no tornem a introduir la bola a l’urna, quina és la probabilitat del mateix esdeveniment d’abans?

a)Amb devolució 
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b)Sense devolució
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30-Si llancem una moneda fins que surti cara, quina és la probabilitat que haguem de llançar menys de 5 vegades?

Contestarem a la pregunta de quina és la probabilitat de que al llançar 4 vegades no surti cap cara
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La probabilitat de que hagi sortit alguna cara en els 4 llançaments serà: 

1-0,0625 = 0,9375

31-Tenim dues urnes, cada una amb les boles següents:

URNA I: sis boles vermelles i quatre blanques.

URNA II: quatre boles vermelles I vuit boles blanques.

Tirem un dau. Si surt un nombre més petit que 3, a nem a l’urna I; en canvi, si surt un 3 o un nombre més gran, anem a l’urna II. A continuació extraiem una bola.

a)Quina probabilitat hi ha que la bola sigui vermella i de la urna II?

b)Quina probabilitat hi ha que la bola sigui blanca?
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a)Bola vermella i de l urna II 
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b)Bola Blanca. Probabilitat de que sigui blanca de la urna I més blanca de la urna II
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32-Un estudiant ha de fer un examen a primera hora, però amb el despertador que té només aconsegueix despertar-se el 80% de les vegades. Si sent el despertador, la probabilitat d’arribar a l’examen és 0’9, mentre que si no el sent la probabilitat és 0’5.

a) Si arriba a l’examen, quina és la probabilitat que hagi sentit el despertador?

b) Si no arriba a l’examen, quina és la probabilitat que no hagi sentit el despertador?
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p(Arriba a l’examen) = 0’8 x 0’9 + 0’2 x 0’5 = 0’72 + 0’1 = 0’82

a) p(Ha sentit el Despertador | Arriba a l’examen) = 
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b) p(No ha sentit el Despertador | No arriba a l’examen) = 
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44-Tres màquines A, B i C fabriquen cargols del mateix tipus. però els percentatges de cada màquina de produir peces defectuoses, són, respectivament, de l’1%, el 2% i el 3%. barregem cent vint cargols: vint de la màquina A, quaranta de la màquina B i seixanta de la C. N’agafem un a l’atzar i resulta que és defectuós. Quina és la probabilitat que hagi estat fabricat per la màquina B?
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45-En un sistema d’alarma, la probabilitat que hi hagi un incident és 0,1. Si es produeix realment un incident, la probabilitat que l’alarma soni és 0,95.  La probabilitat que soni l’alarma sense que s’hagi produït cap incident és de 0,03. Si l’alarma ha sonat, quina és la probabbilitat que no hi hagi cap incident?
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A-Si la probabilitat de que al caure una xinxeta quedi de panxa és 0,4 i de punxa 0,6: a)Calculeu la probabilitat de que al tirar 5 xinxetes, dues quedin de panxa i tres en punxa. 

b) Calculeu la probabilitat de que al tirar 10 xinxetes, tres quedin de panxa i la resta en punxa. 
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